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Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
1.1. Dinh nghia

a,. T, —|—a12x2+...—|—a €T

a,, T, +a22x2+...—|—a €T

L&mlxl —+ a T, +...+a =x

a,b R (i=12..mj=12,..



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
Ma tran hé so6

( )
A, Gy A
a/ CI/ e o o a/
21 22 9
A= o leM
\a/ml aij o a’mn)




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat

Ma tran cot ctiia hé so tw do
( )

bl
b2
B — — (bz )mxl mel




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
Ma tran cot ctia an




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat

dugc goi la mot nghiém ctia hé ([ né

o; Ao = B

" Quy woc ,
Pe cho gon, ta viet nghiém dwéi dang

o= (a; Q5.5 Q).




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
\V/D. Xét hé phuong trinh

xl—x2—|—2x3—|—4x4 = 4

<2m1—|—$2+4x3 = -3
2$2—7$3 = )
Ta co: fx\
( \ () 1
1 —1 2 4 4 !
A=2 1 4 0,1}3:—3,sz2
0 2 -7 0 5 ’
\ ) . ) T
.

va a = (1;—1;—1; 1) 1a mot nghiém cua hé.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
1.2. Hé Cramer

1.2.1. Pinh nghia
Hé Cramer la mot hé phu’o’ng trin,h ,tuyén tinh
cO sO phwong trinh bang véi s6 an va dinh
thirc cla ma tran hé so khac 0.




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat

VD. He¢ -

He -

~

r+4y— 2z =2

r+2y+ z=4
r — 3y + 6z = 4 1a hé Cramer.
0L — y+ 2=09

r— y+2z2=23

2z 4+ 3y + z =1 khong phai 1a hé Crame




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
1.2.2. Pinh ly Cramer (Quy tac Cramer)
Cho hé Cramer AX = B, Ac M (R)vadetA =

Hé Cramer AX = B c6 nghiém duy nhat 1a

detA
T = L (1=1,2,...,n)
/ det A

trong do, cac ma tran Aj nhan duoc béng cach t

cOt thr 7 cua ma tran A bo1 cot cac hé s6 tu do B



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat

/D 1. Giai hé phwong trinh -

Giai. Ta co:

o O DN

) el

—1
3
1

\2‘/171 +x,+ x, = —1

)

2xl—|—x2— T

/

3

T, + ng —

= det A =4.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
Vay hé da cho c6 nghiém duy nhat Ia:

det A1

T, = = -3
det A
det

g = detd
det A

det A3

k "  detA




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat

1 +2y+ 2=4
VD 2. Gia1 h¢ phuong trinh { * — 3y + 62 =4
br— y+ z2=19

Giai. Ta co:
det A=75,detA =75,detA =75, det A, =
Vay hé c6 nghiém duy nhat 13 (z; y; 2) = (1; 1; 1).



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
1.2.3. Bién luan so nghiém cua hé dang Cramer
Choh¢ AX =B, Ac M (R)va A chira tham sC

e TH 1. Néu det A = 0 thi hé c6 nghiém duy nha

e TH2. NéudetA=0vadje {1,2,...,n} sao chc
det A =0 thi hé v6 nghiém.

» TH 3. Néu det A = det A =0 (V5 =12,...,n)
thi hé c6 thé cO vé so nghiém hodc vé nghi

Khi do, ta giai det A =0 tim tham s0 m VA
thay vao he¢ dé giai truc tiép.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
\/D 3. Tim diéu kién ctia tham s6 m dé hé
phuong trinh sau ¢ nghi€ém duy nhat

ma +8z—Tt=m—1
3r+my +2z+4t=m
mz + 5t =m’ —1
Sz —mt = 2m + 2




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
Giai. Ta co:

m 018 =7
3 2 4
A= = = det A = —m*(m® + 2
0 Oflm b5
0 O0I1l5 —m

Vay hé c6 nghiém duy nhat khi det A = 0 < m =



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
\/D 4. Tim diéu kién cta tham s6 m dé hé

(m+1)x + y=m-+2 )
< cO nghiem.

Giai. Ta co det A = m(m + 2).
Suyradet A=0<m=-2vm=0.
* V61 m = —2, hé phuong trinh tré thanh
r —y = 0 (vO sO nghiém).



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
e Vo1 m = 0, hé phuong trinh tré thanh

T4y =2 .
; (vO nghiém).
r+1y=20

Vay h¢ c6 nghi€ém khi1 m = 0.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
\/D 5. Bién luan s6 nghiém cua hé phuong trinh
me+ y+ z=1

r+my+ z=m

2

T y+mz=m

m 1 1
Gidi. TacoOdetA=|1 m 1|=(m+2)(m —
1 1 m




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
=detA=0m=-2Vm=1.

eVéim=-—-2Am=1,tacd det A= 0.
Suy ra hé c6 nghiém duy nhat.
e m =1, hé tré thanh = + y + z = 1 (v0 sO nghiém
e m = —2, hé trd thanh:
r—2x—|— y+ 2= 1
r—2y+ z = —2 (vd nghiém).
r+ y—2z= 4

A




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
/D 6. Bién luan s6 nghiém cua h¢ phuong trinh

(m—T)x + 12y — 6z=" m
10z — (m +19)y + 10z = —2m
122 — 24y —(m —13)z= 0
m —( 12 —6
Giai. Taco: detA=| 10 —m —19 10
12 —24 13 —m

= (m —1)(m* —1).




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
SuyradetA=0< m = +1.

e m = +1, tacd det A = 0 (nghiém duy nhat).

 m = %1, h¢ phuong trinh vo nghiém.

= Chuy

Khi m =1thidetA=detA =detA, =det A, =
nhung hé phuong trinh van vo nghiém.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
1.3. Giai hé tong quat bang phwong phap Gauss
Xéth¢ AX = B (/) véi ma tran mé rong nhu sa
(0 a4 - a Fl‘\

11 12 1n

A‘B oy Gy Gy b

|
|




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat

Dé giai hé (1) ta thuc hién cac budc sau
e Buoc 1. Lap ma tran mo rong A.

* Budc 2. Dua A vé bac thang bdi cac phép bién di
SO cap trén dong.

e Bude 3. Viét lai hé va giai nguoc tir dudi 1én trén.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
= Chay
Trong qua trinh thwe hién bwéc 2, neu:

1) cO hai dong ti 1€ thi ta x6a di mgt dong;

ii) cO dong nao bang khong thi ta x0a di ¢

iii) cO it nhat mot dong & dang (0 --- 0
thi ta két luan hé (I) vo nghiém.

ong dc

b) (b=



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
VD /. Giai h¢ sau bang phuong phap Gauss

r2x—|—y— z= 1

< y+3z= 3
2r4+y+ z2=-—1
¥ ( \
2 1 =11

Giai. Taco A= AB =|0 1 3|3
2 1 1]|-1

\ /




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat

. ) \
H¢ phuong trinh da cho tr¢ thanh:

r2xly 2= 1 r=—3

A

y+3z= 3 &y= 6
22 = —2 z=—1




Giai

Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
/D 8. Giai h¢ phuong trinh

A

d0x, —2x, +ox, —3x, =
14r, + x, + 3z, — 2z, =
2v, +7r, — =,
5 —2 5 -3
AB =4 1 3 =2
2 7 -1 0

\




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
2

b —2 D
—  d,—5d,—4d,
A d,—5d,—2d, 018 =9
0 39 —15
\
(
5O —2 9D
d,—d,~3d, 13 _&
0O 0 O




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
2+ 2y — 32 + 5t
VD 9. Gia1 h¢ phuong trinh { 2+ 3y — z+ ¢
20 + 5y — 4z + 6t =

1 2 -3 51
Giai. TacoA=1[1 3 —-1 1|-2
2 5 —4 6/—1
\




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
(
1 2 -3 5|1 1 2 =3 5|1

— 0 1 2 —4-3(—|0 1 2
0 1 2 —4/-3 00 0 0]0
\

7+ 2y — 32 + 5t =1

H¢ phuong trinh tro thanh |
Y+ 22 — 4t = —3

Ta chon z, vy lam an chinh va z, ¢ 1am an phu.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
Pat - = a ¢ R, t = 0 € R va thé vao hé ta duoc

rx:7—|—7oz—136

<

y=—3—2a +4p0.
Vay hé phuong trinh da cho c6 v6 s6 nghiém
r="7T4+7a—130
= —-3—2a+4
Y ’ (0, 5em)

Z =

t=0




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
VD 10. Gia1 hé phuong trinh

2. -

1

A

— 12$2 -

T, + 6x2 -+ 2x3 — 5$4 — 2:135
- 6x3 — 18:1:4 — 5x5

¥3$1 -

Giai. Taco A

- 18x2 -+ 8:1:3 — 23x4 — 6x5

(

I 6 2 —5 =2
=12 12 6 —18 -5
3 18 8 —23 —0
\

—
=5
— 2




1 6 2 —5 _9

0 0 2 -8 —1
0 0 2 -8 0
\

Hé phuong trinh tro t

10

Y,
hanh

2m3 — 8:1:4 — I,

Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat

1 6 2 -5 -9
00 2 -8 —1

0O 0 0 0 =1
\

T, —|—6x2 —|—2x3 —5x4 —2x5 = —4

3
7

335:




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
Pat z, =a € R,z, =€ R vathé vaohétad

r, = —ba — 30
12, =5+ 40
T, =17

Vay hé phuong trinh da cho c6 v6 so6 nghiém
(=6 —308; o; 5+40; 3, 7) (o, B €R).



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat

= Chii ¥
Trong trwong hop hé c6 vo s6 nghiém, ta goi
nghiém chira tham so la nghiém tong quat.

Cho tham sb gia tri cu thé, ta dwoc nghiém riéng
\/D. Nghiém tong quat trong VD 10 la
(=6 —303; a; 5+ 40; 55 7) (o, 5 € R).
Cho o« =1, 8 = 0 ta dugc mdt nghiém riéng la
(—6; 1; 5; 0; 7).



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
1.4. Diéu kién c6 nghiém cta hé phwong ti
tuyen tinh tong quat

1.4.1. Dinh ly Kronecker — Capelli
H¢é phuwong trinh tuyén tinh tong quat AX = B (
co nghiem khi va chi khi

r(A) = r(A)




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
= Chu y

) r(A4) < 7’(21)
ii) Néu 7(A)

r(A) = n (bang so an) thi hé (1)
cO nghiem duy nhi

jii) Néu r(A4) = r(A) < n thi hé (I) ¢6 vé so nghié

trong d6 c6 n — r an tu do dugc lay tuy Y.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
/D 11. Tim diéu kién cta m dé hé phuong trinh
| r+2y + z2z=1
22 + 5y + 3z =75 c6 Vo so nghiém.
3+ 7y +m’2=06

( )

A

1
Giai. Taco A=1|2 5 3|5
m




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
(1 2 1 |1 (1 2
— [0 1 1 (3|—|0 1 1 (3]
0 1 m? — 3|3 00 m? — 4]0

Suy ra hé c6 vo so nghiém khi:
r(A)=r(A)=2em’—4=0cm=-




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
/D 12. Tim diéu kién cta m dé hé phuong trinh

r+ 3y+ 2

i—2x— 6y+ (m—1)z
dr +12y +(3+m’)z=m — 3

L )

Giai. Taco A =




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
13 1 |-1] [13
—10 0 m+1l 2 [—=]0 0 m=+1
\O 0 m*—1m+1 \O 0 0

e m =3 = 1(A4) = r(A) = 2 = hé c6 vd s6 nghié

em=—1=1r(4)=1<3=r(A) = hé¢ v nghi¢

Vay h¢ da cho vo nghiém khi m = 3.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat
= Chay
i) Khi tim diéu kién cta tham s6 dé hé phwong
vo nghiém, ta coO thé tim diéu kién dé hé
nghiém. Sau d6, ta két ludn ngwoc lai.

ii) Néu ma train mo rong A cO cdc cét diau chira th
so thi ta c6 thé doi cot trong ma tran A (Kho
dwoc doi voi cot hé so tw do).



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
VD 13. Bién luan s6 nghiém cua hé phuong trinh

mr+ y+ z + Lt =m
20 + 3y +2z+ (bm—3)t =m+1
(m—1)z + 3y +22+(m” +m)t =4

Giai. Taco: ( 11 | .

A= 2 3 2 5m—-3lm+1
m—1 3 2 m>+m| 4

\ /




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
(1 1 m 1 m
1% 512 03 2 bm—3|m +1
\2 3 m—1 m’+m| 4

(

1 1 m 1 m
10 1 2—2m m —95 1—m
0 0 m—3 m°—4m+3
\

dy—dy—d,
d,—d,—2d,




Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
e Néu m = 3 thi 7(4) = r(4) =2
= h¢ cO vO sO nghiem.

e Néu m = 3 thi r(A4) = r(4) = 3
= h¢ €0 vO s nghiém.

Vay hé co vé s6 nghiém v&i moi m.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tdng quat

1.4.2. Pieu kién dé hai hé phwong trinh
co0 nghiém chung

Muén tim dieu kién cta tham so dé hai hé
phwong trinh c6 nghiém chung, ta ghép chung
thanh mét hé roi di tim diéu kién cta tham so
dé hé chung dé co6 nghiém.



Bai 1. Hé phwong trinh tuyén tinh tong quat
’ om+1
0 6 —4 -2 —-3m—1

00 4 2| —-m-11
0O 0 0 O0|—10m—2
)

)
Suyrar(4) =r(d) < —10m—-2=0< m = —

Vay hal hé da cho ¢6 nghiém chung khi m = —%.



Chwong 2. Hé phwong trinh tuyén tinh

Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

1

2.2. Nghiém co’ ban cta hé phwong trinh thuan nhat

2.1. Dinh nghia

2.3. Cau trac nghiém ctia hé phwong trinh tuyen tinh




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
2.1. Dinh nghia

a]l]lx]l —"_ aj]@mfZ —"_ ot —"_ a’]lmzxmz — @

a,r +a,r,+..+a,x =0 ([[)

am]lxll + am2$2 + ...+ a’fmmxm — @m
Dat O = (0.) ., hé (II) tré thanh
AX =0




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
= Chu y
i) Do r(A) = r(A) nén hé (II) ludn c6 nghiém.

i) Dic biét, hé (/1) ludn c6 nghiém X = (0; 0;...;

Khi d6, X, dugc goi 1a nghiém tam thuong cua (



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
. [&_h@mxét \ . , .
KA 711 = 77, YR Bl sBh oAU A4 d

. dinh 1y Kronecker"S¢HiE| ffim thue
° Khl m = N Va detA — O th| ([[) cO Vé Sé nghi.é

» Khi m < n thi (II) ¢6 vé sé nghiém.




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
VD 1. Tim diéu kién tham so m dé hé phuong
sau cO duy nhat nghiém tam thuong
r3x—|—m2y—|—(m—5)z:()
z = 0.

E]
_I_
0
N




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
Giai. Hé cO duy nhat nghiém tam thuong khi:
3 m m-5
detA=0< 0 m+2 1
0 4 m —+ 2

m = ()

= ()

& 3(m’ +4m) = 0 &

m = —4.



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

/D 2. Tim tham s6 m dé hé sau c6 vo s6 nghiém
| r+ y+(1—m)z=0
(m+1)x— y+ 22 =10

20 — my + 3z =0

A

Giai. He d3 cho co vo so nghiém khi:

1 1 1—-m
detA=0<m+1 -1 2 |=0
2 —m 3




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

& (m+2)(m’ —2m) =0«




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

2.2. Nghiém co’ ban cta hé phwong trinh thuan gk
\/D 3. Xét hé¢ phuong trinh thuan nhat

| r,+ z,+2zx,+2x, =0

120, + 3z, +4z, + 2, =0 (*).

\le + 4x2 + 6x3 -+ 3x4 =0

( ) ( )
1 1 2 2 1 1 2 2
TacoA=1|2 3 4 1|—|0 1 0 -3
3 4 6 3 O 0 0 O
\ Y, \ /




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
r, +z,+2x, +2x, =0

T, —3x4 — 0.

HE (x) trd thanh -

Vay hé (x) c6 vo so nghiém dudi dang

—2041 — 5042

ol
xl
T, = 3Q
333
.CC4




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

Khi do, ta co cac khal niém sau
1) X = (20, —bda,; 3a,; a5 ) (o, a, € R)
duoc goi 13 nghiém tong qudt cia hé (x).

2) Bién d6i nghiém tong quat, ta duoc

Nghi¢m X = (—2; 0;1; 0) va X, = (—5; 3; 0; 1

duoc goi la nghiém co bdn ctiia hé (x).



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
3) Hé nghiém { X, X } duoc goi la

hé nghiém co ban'cua




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
= Tong quaét
Khi 7(A) = r < n (s6 an) thi hé (1) c6 vo s0 ng
phu thudc vao n — r tham so Ay Oyenny O

n—r

Ung véi o, o ,..., «  tacd n —r nghiém co ban
T

X, X,.., X

Hé nghiém {X , X ,..., X } duoc goila
hé nghi¢m co bdn cua (I1).



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

Khi d6, ta cO nghiém tong quat

X=aX taX +..+a X

r

= Chii ¥

Nghiém tam thuong khéng phai la nghiém co’ ba



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
/D 4. Tim nghiém co ban va nghiém tong quat ¢

r+y+ z2=0
|22 y—2z2=20
Giai. Ta co: “
1 1 1) (1 1
A= —

2 —1 =2 0 —3




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
r+y+ z=0

Heé da cho twong duong voi -
' SRS YOI 3 _ 42—,

Cho z =1, ta dugc mdt nghi€ém co ban la
’ \

X, = 1; 4; 1].
3 3

\ /




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
Vay nghiém tong quat cua hé 1a:
[

1 B

X 3
X =aX <|y :a—é &
3
2




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
= Chu y

Dé tranh cdc nghiém co’ ban & dang phan sé,

ta c6 thé chon an phu va tham sé thich hop

khi tim nghiém co’ ban.



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

\/D 5. Tim nghiém co ban va nghiém tong quat ¢
r+y+ z2+2t=0
20 —y—22+ t =0

<

( - ) (

1 1 1 2 1 1
Giai. A = —
2 —1 =2 1/ 0 —3

\




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
He da cho tuwong duong voi

r+y+ z+2t=0
—3y—42—3t =0

Lﬁnlu:qtthayz:S, t=0vaz=0,t=1vaohé
ta dugc hai nghi€ém co ban la:

X =L—430vaX =(-L-1L0;1).



Vay nghiém tong quat ctia hé 1a:

X = olel + 042X2 &

Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

513:()41—042

y = —4da, —a,

223041

gt:on

T

y
=«

z

t

L)
o, a, € R)




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
2.3. Cau tric nghiém cta hé
phwong trinh tuyén tinh

Xeét hé tuyen tinh tong qudt Va tuyén tinh thuan i
déu co vo so nghiém nhu sau

AX =B (I)vaAX =0 (II)
trong do

AeM (R), X=(z)

mxn 7/ mx1?

va r(A4) = r(4) < n.

B=@®) ,0=(0)

i/ mx1’ 7



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
= Dinh ly

Néu X |1a nghiém tong qudt cia hé (1) va
la mot nghiém riéng cua hé (1) thi X + Xg

nghiém tong quat ciia hé (1).



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

Giai. Xét hé phuong trinh thuan nhat

r+y+z—2t=0
< (%),
r—y—z+ t=0




Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
He (x*) c6 hai nghiém riéng
X, =(0;5-10), X, = (1 1; 2 2)

va nghiém tong quat 13 X = a X +a X,

Mat khac, hé (%) c6 mot nghiém riéng la
X, = (0; 0;,—5;—4).



Bai 2. Hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat

Vay nghiém tong quat ctia hé (x) 1a

rx:%

y:ozl—HXQ

1 (o, 0, €R
z = ozl—|—2042 5
t:2042—4
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