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Chương 5. Dạng toàn phương

5.1. Ánh xạ song tuyến tính - Dạng song tuyến tính
5.1.1 Định nghĩa: Cho E ,F , L là các không gian vectơ trên trường

số thực R. Khi đó ánh xạ

f : E × F → L

(x , y) 7→ f (x , y)

được gọi là ánh xạ song tuyến tính trên E × F nếu nó tuyến tính đối
với mỗi biến, nghĩa là: ∀x , x1, x2 ∈ E , ∀y , y1, y2 ∈ F , ∀λ, µ ∈ K:

f (x1 + x2, y) = f (x1, y) + f (x2, y)

f (λx , y) = λf (x , y)

f (x , y1 + y2) = f (x , y1) + f (x , y2)

f (x , µy) = µf (x , y).
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Chương 5. Dạng toàn phương

Đặc biệt, nếu L = R ta có:

Định nghĩa 2: Cho E ,F là các không gian vectơ trên K. Ánh xạ
song tuyến tính

f : E × F → R
được gọi là dạng song tuyến tính trên E × F .
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Chương 5. Dạng toàn phương

Nếu E = F , L = R, ta có:
Định nghĩa 3: Cho E là một không gian vectơ trên R. Dạng song

tuyến tính
f : E × E → R

(x , y) 7→ f (x , y)

được gọi là một dạng song tuyến tính đối xứng trên E nếu

f (x , y) = f (y , x), ∀x , y ∈ E .

Ví dụ: Cho f : R3 × R3 → R được xác định như sau:

f (x , y) = α1β1 + 2α2β2 − α3β3

với mọi x = (α1, α2, α3), y = (β1, β2, β3) ∈ R3. Chứng tỏ rằng f là

một dạng song tuyến tính đối xứng trên R3.
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Chương 5. Dạng toàn phương

5.1.2 Ma trận của dạng song tuyến tính: Cho E ,F là hai không
gian vectơ hữu hạn chiều trên K với hệ (e) = {e1, e2, ..., em} là cơ sở
của E và hệ (f ) = {f1, f2, ..., fn} là cơ sở của F . Giả sử

f : E × F → K

(x , y) 7→ f (x , y)

là dạng song tuyến tính.

Khi đó với mỗi x = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αmem ∈ E và y = β1f1+
β2f2 + · · ·+ βnfn ∈ F , ta có:

f (x , y) = f
( m∑

i=1

αiei ,
n∑

j=1

βj fj
)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

αiβj f (ei , fj)
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Chương 5. Dạng toàn phương

Đặt f (ei , fj) = aij , i = 1,m, j = 1, n. Ta có:

f (x , y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijαiβj .

Ma trận A cỡ m × n sau:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 . . . amn


được gọi là ma trận của dạng song tuyến tính f theo hai cơ sở
(e) = {e1, e2, ..., em} của E và (f ) = {f1, f2, ..., fn} của F .
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Chương 5. Dạng toàn phương

Dạng ma trận của dạng song tuyến tính là:

f (x , y) = XT · A · Y

với X ,Y lần lượt là ma trận cột biểu diễn tọa độ của x đối với (e) và

của y đối với (f ).

Với mỗi dạng song tuyến tính f ta chỉ có một và chỉ một ma trận
đối với một cặp cơ sở cho trước của E và F , ngược lại một ma trận
cho trước chỉ xác định được một dạng song tuyến tính.
Gọi P là ma trận chuyển từ cơ sở cũ (e) sang cơ sở mới (e ′), S là

ma trận chuyển từ cơ sở cũ (f ) sang cơ sở mới (f ′). Khi đó ma trận

của dạng song tuyến tính trong cặp cơ sở mới (e ′) và (f ′) là

A′ = PTAS .
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Chương 5. Dạng toàn phương

Nhận xét: Xét f là dạng song tuyến tính đối xứng trên E . Khi đó

Do aij = f (ei , ej) = f (ej , ei) = aji nên ma trận của dạng song

tuyến tính đối xứng f là ma trận đối xứng.

Gọi P là ma trận chuyển từ cơ sở cũ (e) sang cơ sở mới (e ′) của

E thì ma trận của dạng song tuyến tính đối xứng f trong cơ sở
mới (e ′) là:

A′ = PTAP .
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Chương 5. Dạng toàn phương

Ví dụ: Cho f : R2 × R3 → R là dạng song tuyến tính xác định bởi

f (x , y) = α1β1 + 2α1β2 + α1β3 + 2α2β1 + α2β2

với mọi x/(e) = (α1, α2) ∈ R2, y/(f ) = (β1, β2, β3) ∈ R3 trong đó

(e) = {e1, e2}, (f ) = {f1, f2, f3} lần lượt là cơ sở chính tắc của R2 và
R3.
a. Tìm ma trận của f theo cặp cơ sở (e) và (f ).

b. Viết f (x , y) dưới dạng ma trận.

c. Tìm ma trận của f đối với cặp cơ sở (e ′) và (f ′) với

(e ′) = {e ′1 = e1 + e2, e
′
2 = 2e1 + e2}

và
(f ′) = {f ′1 = f1 + f2 + f3, f

′
2 = 2f2 + f3, f

′
3 = 2f3}.
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Giải:
a. Gọi A là ma trận của f theo cặp cơ sở (e) và (f ). Khi đó

A =

[
1 2 1
2 1 0

]
b. Với mọi x/(e) = (α1, α2) ∈ R2, y/(f ) = (β1, β2, β3) ∈ R3 thì

dạng ma trận của dạng song tuyến tính đã cho là :

f (x , y) =
[
α1 α2

]
·
[
1 2 1
2 1 0

]
·

β1β2
β3

 = xAyT
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c. Gọi A′ là ma trận của f đối với cặp cơ sở (e ′) và (f ′). Gọi P là ma

trận chuyển cơ sở từ (e) sang (e ′) và S là ma trận chuyển cơ sở từ
(f ) sang (f ′). Khi đó

P =

[
1 2
1 1

]
, S =

1 0 0
1 2 0
1 1 2



Từ đó, A′ = PTAS =

[
1 1
2 1

]
·
[
1 2 1
2 1 0

]
·

1 0 0
1 2 0
1 1 2

 =

[
7 7 2
11 12 4

]
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5.2. Dạng toàn phương
5.2.1 Định nghĩa 1: Cho E là không gian vectơ trên R và f là dạng

song tuyến tính đối xứng trên E :

f : E × E → R

(x , y) 7→ f (x , y).

Ánh xạ
ω : E → R

x 7→ ω(x) = f (x , x)

được gọi là một dạng toàn phương trên E .
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Nếu E là không gian vectơ n chiều trên R và (e) = {e1, e2, ..., en}
là một cơ sở của E thì ∀x ∈ E , x =

n∑
i=1

αiei , αi ∈ K, i = 1, n, ta có

ω(x) = f (x , x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijαiαj

= a11α
2
1 + a22α

2
2 + · · ·+ annα

2
n + 2

∑
1≤i<j≤n

aijαiαj ,

trong đó f (ei , ej) = aij = aji = f (ej , ei), ∀i , j = 1, n.

Đại số tuyến tính 14 / 49



Chương 5. Dạng toàn phương

Tóm lại, ánh xạ

ω : E → R

x/(e) = (α1, α2, . . . ,αn) 7→ ω(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijαiαj ,

trong đó aij = aji ,∀i , j = 1, n và (e) là một cơ sở của E , được gọi là
một dạng toàn phương trên không gian vectơ E trên R .
Vì aij = aji , ∀i , j = 1, n nên ma trận của dạng toàn phương là ma

trận đối xứng cấp n.
Dạng ma trận của dạng toàn phương là: ω(x) = XTAX với X là

ma trận cột biểu diễn tọa độ của x đối với cơ sở (e). Không tồn tại

ma trận đối xứng B khác A sao cho XTBX = ω(x).
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Ví dụ 1: Dạng toàn phương tương ứng với dạng song tuyến tính
đối xứng f (x , y) = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x1y3 + 2x3y1 − 5x2y2
+4x2y3 + 4x3y2 + x3y3 là:

ω(x) = x21 − 2x1x2 + 4x1x3 − 5x22 + 8x2x3 + x23

= x21 − 5x22 + x23 − 2x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3

Ma trận của dạng toàn phương ω là A =

 1 −1 2
−1 −5 4
2 4 1

.
Dạng toàn phương ω này viết dưới dạng ma trận là:

[
x1 x2 x3

]  1 −1 2
−1 −5 4
2 4 1

x1x2
x3

 .
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Định nghĩa 2: Hạng của dạng toàn phương là hạng của ma trận
của dạng toàn phương ấy theo một cơ sở nào đó.
Gọi P là ma trận chuyển từ cơ sở cũ (e) sang cơ sở mới (e ′) của E

thì ma trận của dạng toàn phương ω trong cơ sở mới (e ′) là:

A′ = PTAP .

Định lý 2: Hạng của dạng toàn phương không phụ thuộc vào cơ sở
đã chọn, tức là

r(A′) = r(A).
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Ví dụ 2: Tìm hạng của dạng toàn phương sau:

ω(x) = 3x21 − x22 − 4x23 − 2x1x2 + 2x1x3

Giải: Ma trận của dạng toàn phương ω là A =

 3 −1 1
−1 −1 0
1 0 −4

.
A

c1↔c2−→

 1 −1 3
0 −1 −1
−4 0 1

 h3→h3+4h1−→

1 −1 3
0 −1 −1
0 −4 13


h3→h3−4h2−→

1 −1 3
0 −1 −1
0 0 17


Vì r(A) = 3 nên hạng của dạng toàn phương đã cho là 3.
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5.2.2 Biến đổi dạng toàn phương về dạng chính tắc:
a. Định nghĩa Nếu đối với một cơ sở (e ′) nào đó của không gian

vectơ E trên R, dạng toàn phương ω được biểu diễn dưới dạng

ω(x) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n (1)

trong đó λi ∈ K, i = 1, n và x/(e ′) = (y1, y2, . . . , yn) thì dạng (1)

được gọi là dạng chính tắc của dạng toàn phương ω. Ma trận của
dạng toàn phương ω lúc này có dạng chéo.
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b. Phương pháp Lagrange: Nhóm các số hạng lại với nhau để đưa
dạng toàn phương ω đã cho về dạng hằng đẳng thức (a ± b)2 và

nhóm cho đến khi nào được tổng của tất cả các bình phương thì ta
dừng lại. Trong trường hợp tất cả các aii đều bằng 0 thì ta áp dụng
phép biến đổi tọa độ sau:

αi = βi − βj
αj = βi + βj

αk = βk ,∀k 6= i , j .

Bước 1 Nhóm các số hạng thành tổng các bình phương đúng.
Bước 2 Thực hiện phép biến đổi về dạng chính tắc.
Bước 3 Tìm ma trận chuyển cơ sở từ cũ sang mới bằng cách

biểu diễn tọa độ cũ của x thông qua tọa độ mới của nó. Từ đó tìm
cơ sở mới tương ứng.
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Ví dụ 1 Cho dạng toàn phương

ω(x) = x21 + 5x22 − 4x23 + 2x1x2 − 4x1x3

đối với cơ sở (e) = {e1, e2, e3} của không gian vectơ E trên R.
a. Dùng phương pháp Lagrange để đưa dạng toàn phương trên về

dạng chính tắc.
b. Tìm ma trận chuyển cơ sở từ (e) sang cơ sở (e ′) để đối với (e ′)

dạng toàn phương đã cho có dạng chính tắc.

Giải: a. Ta có: ω(x) = x21 + 2x1x2 − 4x1x3 + 5x22 − 4x23
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ω(x) = x21 + 2x1(x2 − 2x3) + (x2 − 2x3)
2 − (x2 − 2x3)

2 + 5x22 − 4x23

= (x1 + x2 − 2x3)
2 + 4x22 + 4x2x3 − 8x23

= (x1 + x2 − 2x3)
2 + [(2x2)

2 + 2(2x2)x3 + x23 ]− 9x23

= (x1 + x2 − 2x3)
2 + (2x2 + x3)

2 − 9x23

Đặt 
x1 + x2 − 2x3 = y1

2x2 + x3 = y2

x3 = y3

(2)

Khi đó tồn tại cơ sở (e ′) = {e ′
1, e

′
2, e

′
3} của E sao cho

ω(x) = y 21 + y 22 − 9y 23 trong đó (x)/(e ′) = (y1, y2, y3) là dạng chính

tắc của dạng toàn phương đã cho.
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ω(x) = x21 + 2x1(x2 − 2x3) + (x2 − 2x3)
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(2)

Khi đó tồn tại cơ sở (e ′) = {e ′
1, e

′
2, e

′
3} của E sao cho

ω(x) = y 21 + y 22 − 9y 23 trong đó (x)/(e ′) = (y1, y2, y3) là dạng chính

tắc của dạng toàn phương đã cho.
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b. Ta có:

(2)⇔


x1 = y1 − 1

2
y2 +

5
2
y3

x2 = 1
2
y2 − 1

2
y3

x3 = y3

⇔

x1x2
x3

 =

1 −1
2

5
2

0 1
2
−1

2

0 0 1

 ·
y1y2
y3



Theo công thức đổi tọa độ,

1 −1
2

5
2

0 1
2
−1

2

0 0 1

 = P là ma trận chuyển

cơ sở từ (e) sang (e ′). Vì cột thứ j của P là tọa độ của e
′
j đối với (e)

nên (e ′) =
{
e

′
1 = (1, 0, 0); e

′
2 = (−1

2
, 1
2
, 0), e

′
3 = (5

2
,−1

2
, 1)
}
.
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b. Ta có:

(2)⇔
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5
2
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2
y3
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⇔
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5
2

0 1
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 ·
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5
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0 1
2
−1

2

0 0 1

 = P là ma trận chuyển

cơ sở từ (e) sang (e ′). Vì cột thứ j của P là tọa độ của e
′
j đối với (e)

nên (e ′) =
{
e

′
1 = (1, 0, 0); e

′
2 = (−1

2
, 1
2
, 0), e

′
3 = (5

2
,−1

2
, 1)
}
.
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Ví dụ 2 Cho dạng toàn phương

ω(x) = x1x2 + x2x3 + x3x1

đối với cơ sở (e) = {e1, e2, e3} của không gian vectơ E trên R.
a. Dùng phương pháp Lagrange để đưa dạng toàn phương trên về

dạng chính tắc.
b. Tìm ma trận chuyển cơ sở từ (e) sang cơ sở (e ′) để đối với (e ′)

dạng toàn phương đã cho có dạng chính tắc.
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Giải: a. Nhận thấy a11 = a22 = a33 = 0

nên ta áp dụng phép biến
đổi tọa độ sau: 

x1 = y1 − y2

x2 = y1 + y2

x3 = y3

(3)

Khi đó

ω(x) = y 21 − y 22 + (y1 + y2)y3 + y3(y1 − y2)

= y 21 − y 22 + y1y3 + y2y3 + y3y1 − y3y2

= y 21 − y 22 + 2y1y3

= y 21 + 2y1y3 + y 23 − y 23 − y 22

= (y1 + y3)
2 − y 22 − y 23
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Đặt 
y1 + y3 = z1

y2 = z2

y3 = z3

(4)

Khi đó tồn tại cơ sở (e ′) = {e ′
1, e

′
2, e

′
3} của E sao cho với

(x)/(e ′) = (z1, z2, z3) ta có ω(x) = z21 − z22 − z23 là dạng chính tắc
của dạng toàn phương đã cho.
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b. Từ (4) ta có


y1 = z1 − z3

y2 = z2

y3 = z3

. Thay vào (3), ta được


x1 = z1 − z2 − z3

x2 = z1 + z2 − z3

x3 = z3

⇔

x1x2
x3

 =

1 −1 −11 1 −1
0 0 1

 ·
z1z2
z3



Theo công thức đổi tọa độ,

1 −1 −11 1 −1
0 0 1

 = P là ma trận chuyển cơ

sở từ (e) sang (e ′). Vì cột thứ j của P là tọa độ của e
′
j đối với (e) nên

(e ′) =
{
e

′

1 = (1, 1, 0); e
′

2 = (−1, 1, 0), e ′

3 = (−1,−1, 1)
}
.
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x1 = z1 − z2 − z3

x2 = z1 + z2 − z3

x3 = z3

⇔
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 = P là ma trận chuyển cơ

sở từ (e) sang (e ′). Vì cột thứ j của P là tọa độ của e
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c. Phương pháp Jacobi: Gọi A = (aij)n là ma trận của dạng toàn

phương ω đối với cơ sở (e).
Bước 1 Tính các định thức con chính

Dk =

∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1k
... ... ...
ak1 ... akk

∣∣∣∣∣∣
tạo thành từ k dòng và k cột đầu của A với mọi k = 1, n.
Nếu có một định thức con chính bằng 0 thì phương pháp Jacobi

không được áp dụng.
Nếu mọi định thức con chính đều khác 0 thì ta chuyển sang bước 2.
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Bước 2 Tồn tại một cơ sở mới (e ′) = {e ′1, e ′2, . . . , e ′n} sao cho

ω(x) =
1

D1
y 21 +

D1

D2
y 22 + · · ·+ Dn−1

Dn
y 2n

trong đó x/(e ′) = (y1, y2, . . . , yn).

Bước 3 Cơ sở mới (e ′) xác định bởi
e ′1 = b11e1

e ′2 = b21e1 + b22e2

· · · · · · · · · · · · · · ·
e ′n = bn1e1 + bn2e2 + . . .+ bnnen.

(5)
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Bước 2 Tồn tại một cơ sở mới (e ′) = {e ′1, e ′2, . . . , e ′n} sao cho

ω(x) =
1

D1
y 21 +

D1

D2
y 22 + · · ·+ Dn−1
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trong đó

b11 thỏa mãn a11b11 = 1.

b21, b22 là nghiệm của hệ phương trình{
a11b21 + a12b22 = 0

a21b21 + a22b22 = 1

b31, b32, b33 là nghiệm của hệ phương trình
a11b31 + a12b32 + a13b33 = 0

a21b31 + a22b32 + a23b33 = 0

a31b31 + a32b32 + a33b33 = 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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trong đó

b11 thỏa mãn a11b11 = 1.

b21, b22 là nghiệm của hệ phương trình{
a11b21 + a12b22 = 0

a21b21 + a22b22 = 1

b31, b32, b33 là nghiệm của hệ phương trình
a11b31 + a12b32 + a13b33 = 0
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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bi1, bi2, . . . , bii là nghiệm của hệ phương trình
a11bi1 + a12bi2 + . . .+ a1ibii = 0

a21bi1 + a22bi2 + . . .+ a2ibii = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1bi1 + ai2bi2 + . . .+ aiibii = 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1, bn2, . . . , bnn là nghiệm của hệ phương trình

a11bn1 + a12bn2 + . . .+ a1nbnn = 0

a21bn1 + a22bn2 + . . .+ a2nbnn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1bn1 + an2bn2 + . . .+ annbnn = 1
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Ví dụ 1 Cho dạng toàn phương ba biến thực sau:

q(x1, x2, x3) = 2x21 + 3x1x2 + 4x1x3 + x22 + x23 .

đối với cơ sở (e) = {e1, e2, e3} của không gian vectơ R3 trên R.
a. Dùng phương pháp Jacobi để đưa dạng toàn phương trên về

dạng chính tắc.
b. Tìm ma trận chuyển cơ sở từ (e) sang cơ sở (e ′) để đối với (e ′)

dạng toàn phương đã cho có dạng chính tắc.
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Giải : a. Ma trận của dạng toàn phương ω là A =

2 3
2

2
3
2

1 0
2 0 1

.
Vì D1 = 2 6= 0, D2 =

∣∣∣∣2 3
2

3
2

1

∣∣∣∣ = −1
4
6= 0, D3 = det(A) = −17

4
6= 0

nên tồn tại cơ sở (e ′) = {e ′
1, e

′
2, e

′
3} của không gian vectơ R3 sao cho

với [x ]/(e ′) = (y1, y2, y3) ta có:

ω(x) =
1

D1
y 21 +

D1

D2
y 22 +

D2

D3
y 23

=
1

2
y 21 − 8y 22 +

1

17
y 23

là dạng chính tắc của dạng toàn phương đã cho.
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b. Cơ sở (e ′) xác định bởi


e ′1 = b11e1

e ′2 = b21e1 + b22e2

e ′3 = b31e1 + b32e2 + b33e3

trong đó

b11 =
1
a11

= 1
2

b21, b22 là nghiệm của hệ phương trình sau:{
2b21 +

3
2
b22 = 0

3
2
b21 + b22 = 1

⇔

{
b21 = 6

b22 = −8
b31, b32, b33 là nghiệm của hệ phương trình sau:
2b31 +

3
2
b32 + 2b33 = 0

3
2
b31 + b32 = 0

2b31 + b33 = 1

⇔


b31 = 8/17

b32 = −12/17
b33 = 1/17

Vậy (e ′) =
{
e

′
1 = (1

2
, 0, 0); e

′
2 = (6,−8, 0), e ′

3 = ( 8
17
,−12

17
, 1
17
)
}
.
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Ví dụ 2 Đưa dạng toàn phương sau về dạng chính tắc

ω(x) = 2x21 + 9x22 + 3x23 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3

Giải : Ma trận của dạng toàn phương ω là A =

 2 4 −2
4 9 −5
−2 −5 3

.
Vì D1 = 2 6= 0, D2 =

∣∣∣∣2 4
4 9

∣∣∣∣ = 2 6= 0, D3 = det(A) = 0 nên ta

không áp dụng được phương pháp Jacobi. Sử dụng phương pháp
Lagrange, ta được

ω(x) = 2(x1 + 2x2 − x3)
2 + (x2 − x3)

2
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Đặt


x1 + 2x2 − x3 = y1

x2 − x3 = y2

x3 = y3

⇔


x1 = y1 − 2y2 − y3

x2 = y2 + y3

x3 = y3

⇔

x1x2
x3

 =

1 −2 1
0 1 1
0 0 1

 ·
y1y2
y3


Theo công thức đổi tọa độ,

1 −2 1
0 1 1
0 0 1

 = P là ma trận chuyển cơ

sở từ (e) sang (e ′). Vì cột thứ j của P là tọa độ của e
′
j đối với (e)

nên (e ′) =
{
e

′
1 = (1, 0, 0); e

′
2 = (−2, 1, 0), e ′

3 = (1, 1, 1)
}
. Vậy dạng

chính tắc của dạng toàn phương đã cho trong cơ sở (e ′) là:

ω(x) = 2y 21 + y 22 + 0y 23 .
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5.2.3 Dạng chuẩn tắc của dạng toàn phương:
a. Định nghĩa Nếu đối với một cơ sở (e ′) nào đó của không gian

vectơ E trên R dạng toàn phương ω được biểu diễn dưới dạng

ω(x) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n (6)

trong đó λi chỉ nhận các giá trị ±1 hoặc 0 thì (6) được gọi là dạng

chuẩn tắc của dạng toàn phương ω.
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b. Biến đổi dạng toàn phương về dạng chuẩn tắc
Bước 1 Biến đổi dạng toàn phương về dạng chính tắc

ω(x) = k1y
2
1 + k2y

2
2 + · · ·+ kny

2
n

Bước 2 Đặt

zi =


√
kiyi nếu ki > 0√
−kiyi nếu ki < 0

yi nếu ki = 0

, i = 1, n

ta đưa được ω về dạng chuẩn tắc.
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Ví dụ Biến đổi dạng toàn phương sau về dạng chuẩn tắc:

q(x) = 2x21 − 3x22 − x23

Giải: Ta có: q(x) = (
√
2x1)

2 − (
√
3x2)

2 − x23 . Đặt
√
2x1 = y1√
3x2 = y2

x3 = y3

(7)

Khi đó tồn tại cơ sở (e ′) = {e ′
1, e

′
2, e

′
3} sao cho q(x) = y 21 − y 22 − y 23 ,

trong đó (x)/(e ′) = (y1, y2, y3), là dạng chuẩn tắc của dạng toàn
phương đã cho.
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3x2 = y2

x3 = y3

(7)

Khi đó tồn tại cơ sở (e ′) = {e ′
1, e

′
2, e

′
3} sao cho q(x) = y 21 − y 22 − y 23 ,

trong đó (x)/(e ′) = (y1, y2, y3), là dạng chuẩn tắc của dạng toàn
phương đã cho.
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Hệ pt (7)⇔


x1 = 1√

2
y1

x2 = 1√
3
y2

x3 = y3

⇔

x1x2
x3

 =

 1√
2

0 0

0 1√
3

0

0 0 1

 ·
y1y2
y3


Theo công thức đổi tọa độ,

 1√
2

0 0

0 1√
3

0

0 0 1

 = P là ma trận chuyển cơ

sở từ (e) sang (e ′). Vì cột thứ j của P là tọa độ của e
′
j đối với (e) nên

(e ′) =
{
e

′

1 = (
1√
2
, 0, 0); e

′

2 = (0,
1√
3
, 0), e

′

3 = (0, 0, 1)
}
.
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5.2.4 Dấu của dạng toàn phương: Dạng toàn phương có thể hiểu là
một hàm số từ Rn vào R. Cụ thể, nếu q(x) = xTAx , trong đó A là

ma trận đối xứng cấp n thì ta có thể xác định một hàm thực trên Rn

như sau:
y = q(x) = xTAx

Dạng toàn phương được gọi là

Xác định dương nếu q(x) > 0 với mọi x ∈ Rn, x 6= ORn

Nửa xác định dương nếu q(x) > 0 với mọi x ∈ Rn, x 6= ORn

Xác định âm nếu q(x) < 0 với mọi x ∈ Rn, x 6= ORn

Nửa xác định âm nếu q(x) 6 0 với mọi x ∈ Rn, x 6= ORn

Không xác định nếu q(x) nhận cả giá trị âm lẫn dương.
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Định lý 1 Cho A là ma trận đối xứng cấp n của dạng toàn phương
ω(x) trên không gian vectơ E trên R. Khi đó

Điều kiện cần và đủ để ω(x) xác định dương nếu tồn tại một cơ
sở trên E sao cho mọi định thức con chính của ma trận của ω
trong cơ sở này đều dương.

Điều kiện cần và đủ để ω(x) xác định âm nếu tồn tại một cơ sở
trên E sao cho các định thức con chính của ma trận của ω trong
cơ sở này thỏa mãn (−1)kDk > 0, k = 1, n.
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Định lý 2 Cho q(x) là dạng toàn phương với q(x) = xTAx , trong

đó A là ma trận đối xứng cấp n. Giả sử A có các giá trị riêng là
λ1, λ2, . . . , λn. Khi đó dạng toàn phương là

Xác định dương nếu và chỉ nếu λi > 0,∀i = 1, n

Nửa xác định dương nếu và chỉ nếu λi > 0, ∀i = 1, n

Xác định âm nếu và chỉ nếu λi < 0,∀i = 1, n

Nửa xác định âm nếu và chỉ nếu λi 6 0,∀i = 1, n

Không xác định nếu và chỉ nếu A có cả giá trị riêng âm lẫn
dương.
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Định lý 3 (Luật quán tính của J.J. Sylvester) Số các số hạng có hệ

số dương và số các số hạng có hệ số âm trong dạng chính tắc hay
dạng chuẩn tắc của dạng toàn phương ω là không thay đổi khi ta
thay đổi cơ sở.

Định nghĩa Ký số của một dạng toàn phương là hiệu số giữa số
các hệ số dương và số các hệ số âm của dạng chính tắc của nó.
Chú ý Một cách khác để xác định ký số của một dạng toàn

phương đã cho là ta tìm hiệu số giữa số các giá trị riêng dương và số
các giá trị riêng âm của ma trận của nó.
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Ví dụ Tìm ký số và xét dấu của dạng toàn phương sau trong
không gian vectơ R3:

ω(x) = 2x21 + 9x22 + 3x23 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3.

Giải: Theo ví dụ trên (mục Phương pháp Jacobi), ta có dạng chính

tắc của dạng toàn phương đã cho trong cơ sở (e ′) = {e ′
1, e

′
2, e

′
3} với

e
′
1 = (1, 0, 0); e

′
2 = (−2, 1, 0), e ′

3 = (1, 1, 1) là:

ω(x) = 2y 21 + y 22 + 0y 23 .

Suy ra

ω(x) > 0,∀x 6= (0, 0, 0). Do đó, ω(x) là dạng toàn phương nửa
xác định dương.

Dạng chính tắc của ω có 2 hệ số dương và 0 hệ số âm nên ký số
của nó là 2− 0 = 2.
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e
′
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ω(x) = 2y 21 + y 22 + 0y 23 .

Suy ra

ω(x) > 0,∀x 6= (0, 0, 0). Do đó, ω(x) là dạng toàn phương nửa
xác định dương.

Dạng chính tắc của ω có 2 hệ số dương và 0 hệ số âm nên ký số
của nó là 2− 0 = 2.

Đại số tuyến tính 45 / 49



Chương 5. Dạng toàn phương

Ví dụ 2 Xét dấu của dạng toàn phương sau:

ω(x) = 2x21 + 2x22 + 3x23 − 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3.

Giải: Ma trận A của dạng toàn phương là:

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 3

.
Kiểm tra dấu của tất cả các định thức con chính.

Ta có det[2] = 2, det

[
2 −1
−1 2

]
= 3, det(A) = 3.

⇒ Mọi định thức con chính của A đều có dấu dương.
Vậy dạng toàn phương đã cho xác định dương.
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Ví dụ 3 Tìm ký số và xét dấu của dạng toàn phương sau trên
không gian vectơ R3:

ω(x) = x21 + 5x22 + x23 + 2x1x2 + 6x1x3 + 2x2x3.

Giải: Ma trận A của dạng toàn phương là:

1 1 3
1 5 1
3 1 1

.
Vì det(A− λI ) = λ3 − 7λ2 + 36 = (λ− 3)(λ− 6)(λ+ 2) nên A có 3
giá trị riêng: 3, 6, −2.
Vậy dạng toàn phương đã cho không xác định và ký số của nó là
2− 1 = 1.
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Bài tập 1 Sử dụng phương pháp Lagrange đưa các dạng toàn
phương sau đối với cơ sở (e) = {e1, e2, e3} của R-không gian vectơ E

về dạng chính tắc, chuẩn tắc từ đó tìm ma trận chuyển cơ sở từ cơ
sở đã cho (e) sang cơ sở (e ′) để đối với (e ′) dạng toàn phương đã

cho có dạng chính tắc, chuẩn tắc đó.
a. q(x) = 4α2

1 + α2
2 + 9α2

3 − 12α1α3.
b. ω(x) = x21 + 5x22 − 4x23 + 2x1x2 − 4x1x3.
c. ϕ(x) = x21 − 3x22 + x23 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3.

Bài tập 2 Hỏi có thể sử dụng phương pháp Jacobi để đưa các dạng
toàn phương ở bài tập 1 về dạng chính tắc không? Vì sao?
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Bài tập 3 Đưa dạng toàn phương trên R3 sau về dạng chuẩn tắc:
a. ω(x) = α1α2 + α1α3.
b. ω(x) = 4x21 + x22 + 9x23 − 12x1x3.
c. ω(x) = x21 + 5x22 − 4x23 + 2x1x2 − 4x1x3.
c. ω(x) = x21 + 4x22 + x23 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

Bài tập 4 Tìm hạng, ký số và xét dấu của các dạng toàn phương
trên R3 sau bằng cách sử dụng giá trị riêng:
a. q(x) = x21 + 4x22 + x23 − 4x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3.
b. q(x) = 2x21 + x22 + x23 − 2x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3.
Bài tập 5 Cho dạng toàn phương

f (x1, x2, x3) = 2x21 + x22 + 2x23 + 2mx1x3 + 2x2x3.

Hãy tìm m để dạng toàn phương đã cho xác định dương.
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